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Poincaré 全 发 表 过 两 篇 关于 平移 曲面 的 文章 [10,11], 属于 他 的 少数 著名 文章 之 列 。 下 面 
我 想 说 明 ， 他 所 讨论 的 这 个 问题 ， 是 一 个 吸引 人 的 值得 进一步 研究 的 课题 。 


1。 Lie 关于 双重 平移 曲面 的 定理 及 其 发 展 
R3 中 的 平移 曲面 半 由 下 列 参数 方程 组 定义 : 
x =)+g SO (1 魏 1 魏 3) (1) 
这 里 Xx! 为 RR 中 的 举 标 ，f’ 与 9* 为 任意 光滑 范 数 。 了 立即 可 以 看 出 ，4 曲线 《5 则 线 ) 的 切 
线 与 《4 ) 无 关 ， 而 且 在 无 穷 远 平面 上 定义 了 一 条 曲线 Cu(C。)， 
若 平 移 曲 面 半 还 有 第 二 个 表达 式 。， 即 也 可 由 方程 组 
x*=h*Cs) + (<Ah<3) (2) 
给 出 ， 使 得 方程 组 
fu) + 9 — hiCs)— Kt) =0 《0 委 4 魏 3) (C3) 
中 惟有 两 个 是 独立 的 ， 则 称 计 为 双重 平移 曲面 。1882 年 ，S.Lie 证 明了 下 述 著 名 定理 [7]: 
如 果 MM 是 Ri 中 的 双重 平移 曲面 ， 则 在 无 穷 远 平面 上 由 四 簇 贿 数 曲 线 的 切线 定 义 的 四 条 
曲线 EC 属于 同一 条 四 次 代数 曲线 ， 
这 个 定理 表明 ， 在 一 个 曲面 上 泛 图 方程 组 (3 ) 的 解 可 以 由 一 种 代数 构造 产生 出 来 。Lie 
的 证 明 利 用 了 超 定 偏 微分 方程 组 的 可 积 性 条 件 。 事 实 上， 从 (1 ) 我 们 有 
O02x4 
uo™ 0 (4) 
这 表明 两 秋 参 数 曲 线 构成 一 个 共 罗 网 ， 亦 即 它 们 在 各 点 的 切线 方向 把 渐 近 方向 调和 地 分 开 。 
者 曲 面 M 用 斐 参 数 形 式 给 出 : 
2=2(X,y), 


则 相应 的 条 件 由 下 述 方 程 表 示 : 


外 1983 年 11 月 5 日 收 到 。 原 题 ， Web geometry. 译 自 Bulletin (New Series) of the American Mathimatital So- 
eitty, Vol.6, Nember 1, Jangary, 1982, 1—8。 
1982 年 9 月 陈省身 教授 曾 在 北大 作 过 “网 络 玫 何 ” 的 精采 报告 ， 其 内 容 基 本 上 取材 于 这 篇 文章 一 一 译注 
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R(p,q)r + QCp,9)s +T(p,9)t=0 C6) 
其 中 
P=22,49=%y,T =2rr,S S27yt = 2yy 《7 ) 
对 于 双重 平移 曲面 MM， 除 了 满足 (6 ) 外 ， 还 要 满足 另 一 个 方程 
R’ (pqg)r+Q p,q)s +T’ (p,q9)t=0. (6’) 


研究 方程 组 ( 6 > 和 (6 ) 的 可 积 性 条 件 会 遇 到 一 些 元 长 而 乏味 的 计算 ， 特 别 是 要 处 理 z 的 
四 阶 偏 导 数 。 这 个 工作 是 一 项 其 正 的 tour de force 《力气 活 儿 一 一 译注 ), 但 是 Lie 达 到 了 
他 的 且 标 。 

Poincaré 很 快 认识 到 Lie 的 工 作 的 重要 和 性， 而 且 他 还 敏锐 地 看 出 Lie 的 工作 与 Abel 而 
数 之 间 的 联系 。 在 L10,11]J 中 ， 他 对 Lie 的 定理 给 出 了 两 个 证 明 ， 但 不 是 基于 偏 微 分 方程 ， 
而 是 根据 Abel 画 数 和 代数 几何 加 。 尽 管 这 些 证 明 也 许 不 驶 完善， 但 是 Poincaré 却 引进 了 
一 些 有 创见 的 想法 和 新 的 观点 。 作 为 Poincaré 工作 的 一 个 推论 ， 双 重 平 移 曲面 可 以 通过 使 
函数 等 于 需 来 定义 。 因 此 ， 曲 面 


X1X2X3a = QG1X1 + Ax, 十 @3X3 (8) 


De 这 里 ai( =1,2,3) 为 常数 。Darboux 利用 留 数 理 论 ， 对 Lie 的 定理 
给 出 了 最 好 的 证 明 5， 
应 当 注 意 ，Lie 和 而 开始 的 。Monge 已 经 知 
道 ， 解 析 极 小 曲面 就 是 一 张 平移 曲面 (1 )， 其 参数 曲线 为 极 小 曲线 或 迷 向 曲线 。 
Lie 继续 研究 了 高 维 的 情形 。R"*! 中 的 平移 流 形 是 由 参数 方程 组 


xi= DD fu) (Shcn+1) (9) 

定义 的 超 曲 面 ， 上 式 中 xX* 为 "1 中 的 坐标 ，f ”为 各 个 变 元 的 光 清 画 数 。Lie 全 试图 决定 所 
有 的 双重 平移 超 曲 面 ， 而 且 在 一 篇 长 文 @] 中 解决 了 ?= 3 的 情形 。 在 同一 篇 文章 中 ， 他 说 过 
要 回 色 一 般 的 情形 。 他 的 遗 作 中 有 几 篇 关于 这 一 问题 的 文章 ， 但 并 没有 获得 售 人 满 意 的 结 
论 所 。Poincore 也 全 考虑 过 高 维 的 情形 。 是 Wirtinger 在 1938 年 应 用 射影 答 的 周 炜 良 坐标 
才 完 至 解决 了 这 个 问题 4 。 下 面 我 们 将 说 明 ， 贺 络 几 何 为 使 这 个 课题 能 够 充分 展开 提供 了 
广阔 的 场所 。 

泛 画 方程 组 蕴含 一 个 代数 结构 ， 这 是 一 个 强 有 力 的 结论 。1975 年 B.St.Donat 利 用 这 个 
结论 给 出 了 Torelli 定理 的 一 个 新 证 明 。 该 定理 说 ， 紧 致 Riemann 面 由 它 的 周 期 (或 者 ， 更 
精确 地 说 由 它 的 极 化 Jacobi 徐 ) 所 决定 ， 至 多 可 能 相差 一 同 构 ， 


”Lie 对 Poincaré 的 播 足 感到 不 悦 。 他 说 :， “这 位 作者 〈 指 Poincare) 在 其 它 领 域内 的 成 就 ， 没 有 任何 人 比 我 更 了 
解 ， 遗 刁 的 是 他 却 没有 能 理解 我 的 研究 工作 。 我 只 能 说 ， 他 关于 平移 曲面 及 平移 流 形 前 工作 中 所 论述 的 结论 ， 完 全 是 我 的 
一 般 定 理 的 特殊 情形 ”。、(Ges,Abh，Bd .Teil 开 ，527.) 一 -一 原 注 
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2。 BLaschke 一 Bol 的 网 络 几何 "3 


网 络 几 何 是 1926 一 1927 年 在 意大利 海 
滨 初 露头 角 的 ， 那 时 W.Blaschke 与 G. 
Thomsen 认识 到 ， 由 曲线 构成 的 平面 三 叶 
状 构 形 有 具有 局 部 不 变量 。 在 这 种 情形 ， 出 
色 的 儿 何 图 形 是 六 边 形 (图 1〉。 对 于 任 
一 点 0 以 及 过 0 的 第 一 条 曲线 上 任何 邻近 
的 点 P， 当 所 有 这 样 的 六 边 形 都 封闭 时 ， 
这 种 网 络 称 为 大 边 形 网 络 。Thomsen 便 证 
明太 边 形 网 络 局 部 同 肛 于 三 禾 平 行 线 。 

这 个 课题 与 代数 几何 的 关系 是 显然 
的 。 在 Blaschke 与 Thomsen 开 始 搞 他 们 
的 网 络 几 何 工作 之 前，Graf 与 Sauer 在 
1924 年 鲁 证 明了 一 个 定理 ， 用 网 络 几 何 的 图 1 
适 车 可 以 表述 如 下 :者 六 边 形 贺 络 的 曲线 均 为 直线 ， 则 必 为 同一 条 三 欢 代 数 曲 线 的 切线 。 

一 般 而 言 ， 平 面 上 的 4 -网 络 定义 为 该 平面 的 一 个 邻 域 中 由 曲线 构成 的 4 个 叶 状 构 形 。 
使 得 通过 每 一 点 ， 这 4 个 叶 的 切线 彼此 不 同 。 震 x ， 为 平面 上 的 坐标 ，d- 网 络 可 以 由 

ui(Xx,y) = const, 1<it<d (10) 

定义 。 我 们 将 假定 画 数 u;(x, 四 是 光滑 的 ， 并 且 满 足 gradui 二 0 的 条 件 。 

形 如 


> fi(ui)du;=0 (11) 
ixsixd 
的 方程 叫做 Abel 方程 。 线 性 无 关 的 Abel 方程 的 最 大 个 数 ， 称 为 该 网 络 的 秩 、 记 为 TT。 可 以 
证 明 


rd — 1) (4d — 2) (12) 


容易 看 到 ，d = 3 时 秩 为 1 的 网 络 恰 为 六 边 形 网 络 。 对 于 d=4， 我 们 有 rz<3， 而 且 秩 为 3 的 
4- 网 络 满足 三 个 线性 无 关 的 Abel 方程 
Sfiu)du;=0 (1 过 1 二 3) (13) 
车 全 
xz = | Popa | Popum= a Ni du - [4 du G<i<3) da4) 


就 得 到 R3 中 的 双重 平移 曲面 。Lie 的 定理 可 以 解释 为 。 秩 为 3 的 4- 网 络 局 部 等 价 于 一 个 由 站 
线 构成 的 网 络 ; 因而 后 老 必 为 一 条 四 次 代数 曲线 的 切线 。 

深 到 的 ,.- 题 芒 是 ， 是否 有 最 大 秩 (4 -14- 2272 的 任何 4- 网 络 此 局 部 等 价 于 其 叶 状 物 
肯 为 直线 的 网 络 。Bol 全 给 出 过 秩 为 6 的 5- 网 络 的 例子 ， 说 明 情 况 并 不 尽 然 ，Bol 的 例子 是 
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由 无 三 个 顶点 共 线 的 四 个 线束 以 及 第 五 组 是 过 四 个 顶点 的 二 次 曲线 所 构成 的 。 六 个 Abel 方 
程 中 有 一 个 含有 超越 画 数 ， 即 Euler 的 〈Dilogarthms) 画 数 @ 这 个 画 数 在 一 些 近 代数 学 的 
研究 中 ， 例 如 奇数 维 的 非 欧 氏 空间 中 单 形 的 体积 ， 组 合 四 维 流 形 的 Fontrjagin 数 ， 以 及 更 一 
般 地 ， 在 代数 理论 中 都 起 一 定 作 用 ， 主 要 的 理由 谅 必 是 它 满足 Abel 方程 这 一 事实 。 关 于 
最 近 的 工作 ， 请 参阅 L15J. 


5. 高 维 的 网 络 几何 


RN 中 的 NN -天 维 4- 网 络 就 是 RY 中 的 一 个 邻 域 口 中 由 入 -kk 维 子 流 形 构成 的 5 个 叶 状 
物 ; 大 叫 做 这 一 个 网 络 的 余 维 数 。 作 为 例子 ， 考 虑 m 维 射影 空间 p" 中 的 蕊 维 & 交代 数 答 V. 
一 个 一 维 线性 子 实 间 p"-* 与 V 相交 于 4 个 点 ， 过 其 中 每 一 点 有 co kr-D 个 p"-*。 这 就 在 
p" 中 由 所 有 p"-* 构 成 的 Grassmann 流 形 GCm - Km) 中 给 出 了 4 个 k《m 一) 维 叶 状 物 。 由 于 

dimG(m ~ kK,m) = KOn— K+1), 

代数 答 Y 产生 C(m -8 到 ) 中 的 @ 个 余 维 数 为 8 的 呈 状 物 ，C(Cm 一 kK,m) 局 部 而 车 就 是 Rs， 
2= 人 级 -天 +1。 为 了 放眼 于 代数 几何 ， 我 们 将 基于 这 个 例子 ， 只 考虑 Rx 中 余 维 数 为 的 网 
络 ， 这 里 N = fm。 即使 如 此 ， 这 一 课题 也 是 射影 代数 租 的 几何 的 一 种 广泛 的 推广 ， 正 如 内 草 
代数 簇 推广 为 Kihler 流 形 与 复 流 形 一 样 ， 这 样 推广 到 网 络 几 何 看 来 是 合理 的 ， 

过 点 xE Re 的 & 个 时 的 切 空 间 ， 给 出 R'" 在 x 处 的 切实 间 Ts 中 的 2 个 余 维 数 为 的 线 
性 子 空 间 ， 或 者 也 可 以 说 ， 给 出 余 切 空间 了 :中 了 个 无 维 线性 子 空间 20;。 我 们 假定 ， 这 @ 个 
线性 子 空间 处 于 一 般 位 置 。 对 于 有 = 1 来 说 ， 其 意义 是 清楚 的 ，T* 的 那 4 条 直线 中 任何 kn 
=n 条 都 不 在 T: 的 同一 超 平 面 上 。 对 于 >1， 必 须 引 进 正确 的 概念 。 在 [4] 中 ， 我 们 引进 了 


@ ”所谓 Dilogarithrms 函数 系 指 函数 
Ze ”10gz 四 "as | as 
m= 这 Pe -| 2 -| 二 si 
它 是 Euler 在 1768 年 首先 发 现 的 ， 后 来 Abel，Legendre，Kummer 及 C.J.Hill 等 人 对 它 都 做 过 深入 的 研究 而 且 


dz |” dz 
| 光志 而 命名 的 。 


四 


“Dilogarithms” 就 是 Hill 后 来 根据 上 式 中 最 后 一 等 号 ， 即 Za(z)》 = | 
恒等式 
x2 
La(e216)=—8 ~ 0 -0) +2iJl(6) 〈0 入 4 委 z) 


给 出 了 更 为 精确 的 关系 式 ， 式 中 (9) 是 Lobachevsky 函数 ， 它 的 定义 由 下 式 给 出 


1 (S102#8) 
2 2 


9 
J1(0)= - | log|2sings |dx = 


但 实际 上 ， 最 为 有 用 的 万 是 
B2* (20) 


电 
2a(28 十 11 ) ， sles) 


N10) =0(1 ~ log|291 + 二 


上 式 中 Bi = 一， Bs = -0 … 为 Bernoulli 数 。 欲 知 其 详 ， 请 参阅 J. Milnor 的 文章 (Bull. (N.S)of the A.M.S., Vol. 


6 No.1, 1982, 9—24) 
有 关 Dilogarithms 的 进一步 知识 可 参阅 
1。 Niels.Nielsons Der Eslersche Dilogarithms gnd seine verallgemeinersngen, Nova Acaia 90, No.3Hait1909, 
2, IL.Lewis, Dilogarithems dnd gssociated Functions, 1958, 译注 
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这 样 的 和 概念， 仍然 是 根据 射影 代数 簇 的 例子 。 

用 分 析 的 语言 来 说 ， 我 们 假定 此 网 络 的 第 : 个 时 状 物 由 方程 

Ui1(xX) = const,，…，UiK(X) = const, (1<t<d,xE R':) 
定义 。 我 们 将 假定 诸 4 是 光滑 图 数 ， 满 足 条 件 
Qi(x) = du 人 人 duirT0 (16) 

对 于 固定 的 i ， 图 数 ut, …,4ik 是 确定 的 ， 至 多 差 一 微分 同 胚 ， 而 2; 也 是 确定 的 ， 至 多 差 
一 因子 。 这 样 选择 的 记号 就 确定 了 上 面 引进 的 线性 子 空间 0;CT:， 称 它 为 第 i 个 网 络 法 空 
则 。 

Abel 方程 力 是 形 如 


2 filuis uik)Oi=0 (17) 


l<ied 


的 方程 。 线 性 无 关 的 Abei 方程 的 最 大 个 数 吓 做 网 络 的 秩 。 在 [4] 中 ， 我 们 证 明了 这 个 秩 有 一 
只 依赖 子 4，n， 上 的 上 界 7(d,n,K)。 这 个 上 界 是 精确 的 。 特 别 是 在 EK= 1 时 ， 我 们 有 


1 
C0) 二 +SCR 一 : — 1)} 


式 中 s 定义 为 
sS= -d+]1 modn -1 (0 二 S 达 ?2 一 2) (19) 
数 TCd,n) 在 代数 几何 中 具有 重要 意义 ， 事 实 上 。Castelnuovo 便 证 明 Tx(4,n) 是 P"' 中 不 
属于 任何 超 平 面 P*-! 的 & 次 代表 曲线 的 最 大 元 数 。 任 对 侦 空 间 P** 中 取 这 样 一 条 曲线 C*， 
通过 P* 的 每 一 点 ， 我 们 有 4 个 属于 C* 的 超 平 面 ， 关 且 从 Abel 定理 可 以 推出 ， 如 此 构造 的 
d- 网 络 有 秩 TX(4,n)。 谈 到 网 络 儿 何 与 代数 几何 的 关系 时 ， 应 当 指 出 这 里 的 网 络 几 何 是 就 实 
数 域 考虑 的 ， 而 代数 几何 中 相应 的 概念 则 与 复数 域 有 关 。 这 种 过 渡 不 是 垂 手 可 得 的 ， 不 过 吉 
是 做 得 到 的 ， 主 要 因为 我 们 研究 的 是 网 络 几何 的 局 部 性 质 。 
显然 ， 一 个 重要 问题 是 要 决定 出 R* 中 具有 余 维 数 为 1 和 最 大 秩 是 并 (2,mz) 的 4- 网 络 。 如 
果 网 络 的 叶 公 是 超 平 面 ， 则 答案 由 Abel 定理 [6] (Graf-Sauer 与 Lie 定理 的 推广 ) 的 下 述 逆 
定理 给 出 : 
考虑 R' 的 一 个 分 域 中 余 维 数 为 1 的 4- 网 络 ， 其 叶 状 物 均 为 超 平 面 ， 使 得 Abel 方程 
2 filui)du;=0 z (20) 


| | l<sie<d. 
成 立 ， 且 诸 fiC4;) 夺 0。 则 这 些 叶 属于 对 偶 射 影 空 间 中 的 同一 条 次 代数 曲线 。 

对 于 这 一 定理 来 说 ， 只 须 有 一 个 Abel 方程 就 可 以 了 。 因 此 ， 决 定性 的 问题 乃 是 下 述 线 
性 化 问题 ，R" 中 余 维 数 为 1 且 秩 为 (4d,) 的 4- 网 络 是 否 可 以 线性 化 ， 亦 即 它 是 否 等 价 于 一 
个 以 超 平 面 为 叶 的 网 络 ， 在 $2 中 Bol 的 例子 说 明 ， 当 n=2 或 n= 5 有 时， 这 个 问题 的 答案 是 否 
下 面 我 们 考虑 n 之 3 的 情形 。 对 子 n+1<4<<2n -1， 我 们 得 7X(4,n)=4d-n。 有 些 简 单 的 
例子 表明 ， 存 在 不 可 线性 化 的 秩 为 4-7 的 人 -网 络 ， 它 依 顿 于 任意 数 。Lie 的 双重 平移 超 


306 数 学 进 展 第 14 卷 


曲面 的 情形 相应 于 d= 2n， 这 时 我 们 得 到 C2n,n)=n+1。 对 于 秩 为 n+1 的 2n- 网 络 ， 其 
Abel 方程 组 


Sfiu)du;=0 (<A<A=n+1) C21) 
可 以 表示 为 
> | fi(ui)du;= 一 > | fitui)du;: (QU<A<n+1) (22) 
lai stlicxic2n 


作为 (14) 的 推广 ， 这 些 共同 的 表达 式 可 以 看 作 是 双重 平移 超 曲 面 在 R* 1 中 的 坐标 。 

证 明 关 于 双重 平移 超 曲 面 的 Lie-Wirtinger 定理 的 重要 一 步 ， 是 证 明 R* 中 余 维 数 为 1、 
秩 为 n+1 的 2n- 网 络 是 可 线性 化 的 ， 从 而 根据 Abel 定理 的 逆 定 理 可 得 到 Lie-Wirtinger 定 
理 。 对 于 这 种 特殊 情形 ， 利 用 Poincaré 的 一 个 想法 ， 线 性 化 问题 经 过 简单 的 论证 可 解决 如 
下 ;对 于 xEUCR“*， 设 Qi(Cxz) 是 工 - 1 维 射影 空间 中 的 点 ， 它 的 齐 次 坐标 为 [f3(41),…， 
f7(ui)) 。 将 YE UCR* 映 入 由 诸 4; 张 成 的 空间 {2,…，,ZaljCP" 一 的 映射 串 做 Poincaré 映 
射 。 车 将 屿 ,…，,un 看 作 避 中 的 局 部 坐标 系 ， 由 (21) 我 们 得 到 


f1Cu) 十 >) fiCui) on =0 (1 入 4 入 7)， 


Qu 
由 此 推出 ，2Z1 为 Zn41,… ,24a 的 线性 组 合 ， 由 于 对 任意 Z; (替代 2Z1) 类 似 的 方程 亦 成 立 ， 我 
们 有 
dim{Z1,.,2a}=d-n-1® (23) 

在 4=2n，AX=7n+1 的 情形 ，Poincare 映射 将 口中 的 点 上 映 和 大 P* 的 超 平 面 ， 使 得 第 1 个 时 
变 为 点 Z;。 纪 过 Poinecaré 映射 后 ， 再 施行 了 "中 的 对 偶 ， 就 把 5 中 的 点 变 为 对 偶 空 间 P* “中 
的 点 ， 使 得 此 网 络 的 所 有 了 时 变 为 超 平面 。 这 就 证 明了 线性 化 ， 从 而 推出 Lie-Wirtinger 定 
理 。 

对 于 2 = 3 的 情形 ，Bol 全 证 得 了 一 个 著名 定理 : R 中 余 维 数 为 1 且 秩 为 7(4,3) (4d 宇 6) 的 
4- 网 络 是 可 线性 化 的 。 

Griffiths 和 我 便 试 图 将 Bol 定理 推广 至 R"[3]。 但 到 目前 为 止 ， 我们 只 是 在 附加 了 正 
规 性 的 假定 下 证 明了 这 个 定理 。 确 切 的 叙述 是 R* 中 余 维 数 为 1 且 秩 为 XT(d,n) (4 之 n) 的 正规 
d- 网 络 是 可 线性 化 的 。 有 关 正 规 性 的 定义 ， 请 见 文 献 L3]。 

最 近 几 年 ， 苏 联 的 人 .A.Akivis 与 V.Coidberg 也 做 了 些 有 关 网 络 几何 方 面 的 工作 。 但 
是 我 不 清楚 这 些 工作 与 Poincaré 的 工作 有 多 少 联系 。 进 一 步 的 信息 ， 请 读者 参阅 [1]。 

Tschebotarow 便 推广 Lie 的 想法 去 研究 关于 任意 Lie 群 (代替 平移 群 ) 存在 非 本 原 系 的 
曲面 [131. 据 我 所 知 ， 这 方面 的 推广 并 没有 得 到 进一步 的 研究 。 


4。 一 些 未 解决 的 问题 
以 下 我 想 列举 几 个 最 直接 的 、 未 解决 的 问题 ， 


QD 风 式 左 端 误 为 {2Z1,…,Zn ) 一 译注 
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1 ) 试 决定 平面 上 ， 由 曲线 构成 的 具有 极 大 秩 二 (4 一 1) (4 一 2) (4d 之 5) 的 所 有 4- 网 络 . 


2 ) 如 不 假定 正规 性 ，R*(n 宇 4) 中 的 上 述 线 性 化 定理 是 否 亦 鞭 ? 
3 ) (Griffiths 问题 ) 对 于 R** 中 大 维 3- 网 络 ， 六 边 形 条 件 是 有 意义 的 。 从 P** 中 的 一 


个 三 次 超 曲 面 出 发 ， 用 8 3 开始 时 所 讲 过 的 作法 (m=K+1， 从 而 n=2) ， 定 义 Rt 中 的 一 

个 忆 维 3- 网 络 。 可 以 证 明 ， 这 种 网 络 是 六 边 形 的 。 其 逆 是 否 亦 莫 ? 亦 即 R2: 中 每 个 六 边 形 无 

维 3- 网 络 是 否 都 可 以 用 这 种 作法 产生 〈 可 以 差 一 局 部 微分 同 胚 ) ? 
附注 。 感 谢 了 .Goldberg 对 这 一 问题 给 出 了 否定 同 答 。 


4 ) Lie 的 论证 中 ， 双 大量 地 使 用 了 超 定 偏 微 分 方程 组 的 理论 。 试 利用 偏 微 分 方程 证 明 


Lie~Wirtinger 定 理 。 


( 刘 书 麒 译 ， 江 落 帮 校 ) 
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